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103 : Anneaux Z/nZ - Compléments

Exemples sur les congruences

pyemples 3.8
1. Pour tout entier n € Nyona 4™ = 14 6n =0 (mod 9). En effet
Pour n = 0, c'est trivial. o
Soitn#0. 4" —1=d-1)(" 4. a4+ 1) =31 +4+ - +4" )
donc ,
A"=1+0n=3(l+44+ fl"“l+21:);
or o R
4=1 (mod 3), donc 1 +4+---+ A" Py n=n+2n=3n E 0 (mo(? 3).
— Par conséquent 3 (14+44---+ 4" 14 2n) =9n =0 (mod 9), par suite
0 divise 3 (144 +-+-+4""" +2n).

P >
: : i 2ol o sulement si N
Montrons que n = Z ar10% a, # 0 est divisible par 3 si, et sculement i, %,

k=0
cst divisible par 3.

o

- " : - r 2 b
On a 10 = 1 (mod 3), par conséquent, pour tout entier ke M, 'f.nf]‘.-‘lu
1 (mod 3) et aussi ax10¥ = a; (mod 3). En utilisant ln compatibilite .
congruence avece le produit et la somme on obtient :

P p
n= E ap10F = E ag  (mod 3),
k=0 k=0

»
done 3 | n si, et seulement si, 3 | E aj.-

k=0
3. Montrons que 7 | 3 x 2100 + 9. or oy
On décompose 2'! en puissances de 2 plus raisonnables. On a 2 = (27)7 x2
22 =1 (mod 7) puis
(.‘1_"’)33 =1 (mod 7) puis

3 x (29 x 22
3x2'"" +9

12 (mod 7) d’on

21 =0 (mod 7).

Preuve de la propriété 6 :

Démonstration

O acd e part a0 b Ginod p) done poar toat Z.onr = br fengat
dantre part e = d (mod ) done pour tont o T oy Ay (nod 5 e
conchnsion par la somme des congruences, ‘

SNt fa - balos il existe g € Ztel que a b < qusoor il exiae 2w,

’ - ! A
i dyg par comséaquent a = b= dqq’ awee qq © Dot a = b Lined 0

rm

..
PNy

Posons J? = E crer® ot m € M et cx € Z. Or, pour tout entier k € 10.mi

4
L ) &
ke=1)

a=b (modn)=cra® =05 (mod n)

alors, par Ia propriété de la somme des congriences, o i .

m m

Z cra® = Z enb® (mod n)

A=0 k=0
ce qui donne la relation cherchée,




Preuve de la structure de groupe de Z/nZ :

Demonstration royo o designent des entiers quelconques de 7 Les Propriétes e
convont imtervenir de fagon essentielle

Commutativite
Fdyy-—xrty wu+rxr Jtba

\\-lll'i.“‘l\'“l" :
Pt )=T 4 (i) PEETEEE (r tw)t2
riyri=(riyu)t:.
Neutre : 0 est élément neatre pour Faddition .

For4+0=F+F0

l‘i‘i“‘\‘.‘ 4 ‘ .“l“\“\“‘ ‘h‘ T ost X .

O=r+(-1)=7+-T,

Preuve de la structure d'anneau de Z/nZ :

~onstration. 1. Définissons la somme de deux classes a et 3 de Z/nZ. S0
+ représentant de a. Soit y un représentant de 8. On peut alors former e
-~ v et sa classe associée 7+ y. Soient " un autre représentant de e et y una
représentant de 8. On peut alors former P'entier 2’ +y et sa classe associée 7/ + 7.
== [n] et y = y'[n]. Donc, d’aprés la proposition 36, z+y =z’ +y/[n, clest-3-¢
~—y =1 +y. Ainsi, la classe T y est indépendante des représentants choisis -

it que c'est la somme des classes T et 3. On pose donc T+ 7 =1+ .

-

2. On définit de la méme maniére T Xy =1 X y.

3. On vérifie aisément que I'addition et la multiplication sur Z/nZ remplissen:
proprictés caractéristiques d'un anneau commutatif avec 0 I'élément neutre pour -

Propriété 3.19 Dans Z/nZ, la multiplication a les propriétés suivantes -
1. Le produit est commutatif. Pour tout x,y dans Z, on a :

=|
Il

r.y=1.T.

-

2. La classe 1 est élément neutre. Pour tout & dans Z. on a :

» .
[

. Le produit est associati WY 2 ( Z
I sociatif. Pour tout r, y, » duns LZ,ona:

(F9).T=7.(7.3).

- La multiplication est distributive sur |

’
—

addition. Pour tont . y. z dans %

Tt =Ty+7z




Preuve de la proposition 9 :

Démonstratron. 1= 20 T est inversible dans (Z/nZ, 4, x ). Done il existe i £ ZinZ,
tel que 7.0 = 1. Ainsic il existe un entier relatif g tel que zu+ ng = 1. Par conséquent,
dapres le theoréme de Bézout, x et nsont premiers entre eux.
3 R e s I . . n . \ ’ . ’ . .

et 7 sont premiers entre eux. Done, d'aprés le théoréme de Bézout, il existe

&= 4Jd.d

deux entiers relatifs u et v tels que zu+nv = 1. Alors, 7.t = 1. Soit k £(Z/nZ, +),
b=k = k70 = kuT = wT avee w € Z. Done 7 engendre (Z/nZ. +).

= 1: 7 engendre (%/nZ,+). En particulier, il existe un entier relatif k tel que
17 =1 Don k7= 1. Ainsi, 7 est inversible dans (Z/nZ, +, x). &

Revergue. L'ensemble des éléments inversibles de anneau (Z/nZ. +, x| est noté

Z/nZ) . Alors ((Z/nZ)*, x) est un groupe.

Preuve du théoréme 10 :

7o Znl tel que T # 0. Nécessairement r est premier avee n, done, dapres
proposition 38, 7 € (Z/nZ)*. Par conséquent, (Z/nZ,+, x) est un corps.

2 = 3 : Evident.

1 - Supposons n non premier. Si n = 1, Z/nZ = {0} et n’est pas intégre. Sin =

3=
zlors il existe deux entiers r et s dans {2;...;n — 1} tels que n = rs. Alors, 7 = 0
% = 0 mais 7.5 = 0. Done (Z/nZ, +, x) n’est pas intégre.

Do anctmitor 9 . . . , _ ) o .
Demonstmation. 1 = 2 @ n est premier donc n > 2 et Z/nZ # {0}. Ainsi. il existe

la

)

-

et

f—

Preuve du théoréme de Fermat :

p.ﬂmnn_-(r:ninn Comme tout entier relatifl admet un représcentant positif modalo po
restreint au cas a € .
[a relation o = a (mod ) est vraie pour a = 0.
- - + J— - - .
Supposons que a’ = a (mod p) soit vrai pour un entier @, ¢t montrons-la pour

l'entier a + 1. On a :

r=1
(o + 1) =a” + 1+ z (:)nk.

k=1

or, pour tout k € [1,p— 1], p divise (:)). par conséquent

(a4 1) = a” + 1 (mod p),

done, sachant que, par hypothése de réeurrence, a” — a (mod p), on n

(a4 1) - a vl (modp),

ation pour tout entier a < Ii.
) alors, pir multiplication par a, a¥ = a (mad p).

e qui prouve Ia rel
p divise a (a¥~' = 1). Comme p

Sia? ' =1 (modp
ement si a’ T a (mod p), alors
micr, p et a premiers entre enx et

Réciproqu
Voo 1 (mod ).

on a, sachant que p est pre ] .
des Gauss, p divise (a1 — 1). Por consdquent a

a,

, par le théorcme

a




Preuve du théoréme de Wilson :

Démonstration

NI poest preniier alors ’}»" 4 nne structure de corps. Les senles (‘lam,
Ot UM il . S &) W

S - Tot =1 =n—1car 'équation 7% -
nuiles qui sont leur propre mverse -“_",','LI o | — 5 l LT i3 o
0 na que ces deux solutions. Or () - ]}' =1X2X P I done Char

- Veqe . g g P ard: 1 -l‘
Gactenr dificrent de Tet de p= 1 s'¢limine car son inverse fait partie du pro

Finalement (p— 1)1 =p=1= =1, ce qui est la conclnsion.
Reciproquement, si p w'est pas premier, il existe d €] 1. p[ tel que d | p. 1.

suite d (p = Det Thypothese implique que d | (p = 1)! 4 1 done d 1 e

est impossible,

Preuve du critere d'Einsenstein :

Démonstration. Soit P(X) = a, X" + ”"—l‘\ﬂ_ ‘l T o TALA B o [)OI}’nm?’r: _""
coetlicients dans 7. Soit p un nombre premier \-(-nhzfnt 1., 2. et 3. S\fpposnns que Pry
ne soit pas irréductible sur (7 X], +, x). Alors il existe cpleux pol)_fnur;lcs rmn-cons.tant.
B(X) et C(X) de (Z[X].+, ) tels que P(X) = B(X) x C(X). Par conséquent, j)
existe k € {1:2;...;nn — 1} et il existe by, ..., bicy €Oy oams Ca—ke € 44 tels que :

=0 1= =10

Egalité qui, dans (Z/pZ)[X], 4, %) devient :

=0 =0 =0

Et done, d’aprés 1. et 2, -

X" = (ib‘;\) (izikax")

i=0
Soit :

T, X" = Xk x iR Xk

» ’ . b — =— 0O b .
l‘.u constguent, by, = & = (). Done, p? divise boco. Or buen — I
Cequi est en contradiction avee 3. 0 = @o. Donc p? divise co.

Exemple de résolution d’un systéme de congruence par le théoréme chinois :

T=4))
z=27]
relatifs b et A-: tels que z = 415k et 2= 24Tk, Travaillons dans (Z/5Z,+, ). Ona:
F=1et 7= 247K Dot 7K = 2. Or, 7 est premier avec 5, donc T est inversible dans
< Se.=x ) daprs la proposition 38. Son inverse est 3 car 3x 7 =97 = 1.

‘ et T =3, donc nécessairement, ¥ = 7% 3 = § = 1. Fy par conséquent,
1l existe un entier relatif [ tel que ' = 1451 Dot z = 9.+ T(1+50) = 9+ 350 Ajnsi
S ={9+ 3%l 1e ).

Exemple. Resolvons le systéme de congruences - Texiste denx entiers

Ainst. on
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105 : Nombres premiers. Propriétés et applications. - Compléments

Preuve du théoreme fondamental de I'arithmétique :

Faistence @ Sionoest premier, alors ln prenve est terminee, Supposons que

’ l .
nas premicr ot considéron’s 'ensemble

'

D= A{d:dn et 1 <d<n}.

1) est une partie de M, non vide ear nest composé. D contient un pli. |
Clement py qui est premier, sinon py ne serait pas minimal. Onopeut alori
i = pyny. Siomy est premier alors ln preave est terminée, sinon, on rép
meme processus que ci-dessus et on en déduit Pexistence d'un nombre pres
o, non néeessairement distinet de py, et d'un entier ny <y tels que a = pyp.
21 poursuivant ainsi, on aboutit a la k-icme étape a :

n=mp2...pelg avec 1y > ng > e > 1y > L

Comumne les entiers n; sont strictement décroissants, le processus s'arréie o s
f-icme ¢tape ol ny. est premier, soit en posant ny = pgyq, ON a

N=D1P2+«« Pkl

et, en regroupant les facteurs premiers ¢gaux, on a la relation.

Unicité & l'ordre prés : Supposons que n =p{py?...pY" = qf’lpg? g

Pour tout 1 <2< N, p; divise I'un des g; donc p; = g;, par conséquent

{plap2:"'apN} C {‘th?v"'uqmt}-

On obtient de méme l'inclusion inverse. Donc M = N et en permutant les
facteurs premiers, posons g; =p; On a:

2 | 3 .62 BJ
Pyt BN =Py Dy

. . i B“’ . . .
Pour tout entier i, on a alors p;*|p;" pg2 ...py donc il existe un entier k tel
que p?"[p?"k mais comme p;* Ak=1,0na p?‘lp?", par conséquent a; < §;. On
obtient de méme f; < ;. Ainsi a; = f;.

O




Preuve du PGCD et du PPCM

Démonstration

PGCD : Posonsd = anbet §= ll!’ R

. - C |
D'une part on a ola ¢l 31 donc dld.

Dantre part. dia et dib done. par le théoreme précédent, on a

< 3,, ce qui signific que v € nania,

pour tout i & N. s ¢t

déduit que d)d.

Par conséquent, dans N7,
PPCNM : On utilise la relation (a A b) (a Vv b) = ab. Cette relation s'écrit 1.

N
ninf« ; ; il
H;):""" w3 (g Vb Hp“ 50 soit aVb= H; T

::1 ‘—1 b—‘

on a d|§ et 8|d donc d = 4.

or min(a;, 5

) + max(ay, 3;) = @i + 5i, et nous obtenons la relation

10y
\ B
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4 Legon 103 : Polynémes a une indéterminée a coefficients réels ou complexeé.
i

Développements : Théoreme de d’Alembert Gauss ‘ o
Oral en poche (pour les trucs a mettre dedans !) + Algébre et géométrie Burg

|. Définitions et structures :

Définition d’'un polynéme coefficients, coefficients constants
Définition des opérations (addition, produit par un scalaire, produit)
Théo : sev de Kn et anneau commutatif

Notation usuelle

Il. Degré d’un polynéme :

Définition du degré + coefficient dominant

Propriété des degrés de la somme et du produit de deux polynémes
Cor : Kn[X] sev de K[X] dont (1,X,...,X*n) est une base

Intégrité de K[X] et polynémes inversibles

lll.Divisibilité dans K[X] :

Définition associés et diviseurs multiples
Théoréme division euclidienne dans K[X]
Rem : détermination du PGCD

IV. Fonctions polyndémiales et racines d’un polynéme :
Définition

......

Propriétés sur le nombre de racines par rapport au degré, etc.
Théoréme de d’Alembert Gauss
Définition et propriétés racines multiples

V. Dérivation d’un polynéme :

Definition + propriétés (degré, dérivation somme et produit)
Formule de Taylor

Théoreme d'approximation de Weierstrass

Il. Réductions :

1)Diagonalisation :

Définition + propriétés en lien avec valeurs propres, etc.
exemple

2) Trigonalisation :
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[-Legon 11,: Déterminants. Applications.

Déeveloppements : Déterminant de Vnnd(wmmdn ou de Gmm
Algebre & géometrie (Burg) + 66 legons(pour quelques exemples)

I. Applications multilinéaires :

Déf + exemples

Propriétés

Définition alternée et symétrique

Propriéte alternée et symétrique

Prop : f(x1,...,xn)=0 si (x1,..,xn) famille liée

Théo : unicité de la forme n linéaire alternée prenant la valeur 1 sur une base +
proportionnalité des formes n linéaires alternées

[l. Déterminants :

1) De n vecteurs :

Définition + notation

Théo de la relation de Chasles
Propriétés du déterminant
Exemple

2) D'un endomorphisme :
Theo et définition + formule det(u(x1),..,u(xn))=(det u)det(x1,...,xn)

Propriétes (en particulier det (u o v)=det u det v et det(u-1)=1/det u

3) D'une matrice carrée : ' ‘

Definition + notation - _
Exemples : déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure '
Exemple : déterminant d'une matrice de permutation :
Théo : lien entre det et opérations sur les lignes ou les coIonnes de la matrice
Théo : det(x1,...,xn)=det(aij) + det u = det M(u)

Cor : matrices semblables ont des déterminants égaux
Théo : det In= 1 et det M-1=1/det M

4) D'une matrice par bloc :

Proposition

5) Développement d'un déterminant :

Expression du det a partir des cofacteurs

Exemple : matrice de Vandermonde

IV. Applications :

1) Inverse d'une matrice :

Définition comatrice + A-1 = (1/det A)tcomA

2) Reésolution d'un systéme de Cramer :
Définition + exemple

3) Equation de plans affines de R3 :

Exemple

4)Polyndme caractéristique :

Définition + prop sur les racines

5)Produit mixte et produit'vectoriel :

Définition + orientation + obtention de base de sens positif
6) Matrice de Gram : Théo rang et déterminant
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Lecon 127: Barycentres. Applications. ..

pévelo ements ! Jensen
Algébre et géométrie (Burg) pour le début / 66 legons on plus pour applications

| X

|. Barycentre de points pondérés :
Définition du barycentre
Remarque : ordre pas important, homogencité, sila somme est nullo vegteur

constant .
Remarque : isobarycentre
Exemple : milieu d'un segment, mobarycentre d'un lrlangle est sur chaque médiane,

isobarycentre d'un parallélogramme est le point d'intersection des diagonales
Théo : barycentres et droites

Théo : barycentres et plans
Prop : une translation conserve les barycentres

|1 Propriétés des barycentres :
1) Associativite :
Prop + exemple (telraedre)

2) Convexité :
Définition de la convexité + paramétrage segment

Théo enveloppe convexe et définition
Théo : Toute partie convexe est stable par passage au barycentre (coef positifs)

3) Stabilité des espaces affines :
Tout se affine est stable par barycentrisation

lll. Applications :
1) Fonction scalaire de Lelbmtz
Theéo
2) théoréeme de Gauss Lucas :
Théo .
3) Inéqalité de Jensen :
Définition fonct:on convexe + inégalité de Jensen




v v
.-

Lecon 1295 : Applications affines en dimension finie. Proprletes et exemple:\

ements : Rotation expression matnc:elle (exemp/e)

pévelo
lus pour apphcatnons + A!.gebre et géo (Burg) pour la partie 1l

66 legons en p

l. Généralités :

Définition appllcatlon affine
prop : affine ssi Conservatlon barycentre

Théo divers ~
Déf GA(E) + image d'un sea par une appllcatlon afflne est un sea affine

1. H Homothéties, translatlons ‘ot rotations :

1) Translations : | :

Définition + prop

2) Homothéties : S ,

Définition + prop *
3) Groupe des homothetles translations :

Déf théoreme
Thé : description des homothéties translations
4) Rotations :

Définition rotation
Exemple : détermination d’une rotation par son expression matncrelle

¢

lll. Projecteurs et symétries :
Déf projecteur + propositions sur les prOJecteurs

Caractérisation symétrie / droite avec produit scalaire

Caractérisation symétrie / plan avec produit scalaire
+ exemple : détermination d’'une symétrie (ou prOJectlon) par son expressmn

matricielle

IV. Points fixes d’une application affine':.
Théoréme |
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Lecon 12% : Groupe orthogonal d'un espace vectoriel euclidien de dimension
2, de dimension 3.

Développements : Décomposition endormorphismes orthogonaux (3)
66 lecons mixé avec algebre et géo (Burg)

I. Généralités : :

1) Endormorphismes orthogonaux :

Déf endo orthogonal

Prop : conservation de la norme

Prop : conservation base orthonormee

Pro : groupe orthogonal

2) Matrices orthogonales :

Déf matrices orthogonales et On(R)

Prop : Caractérisation d'une matrice orthogonale
Prop : Groupe orthogonal

Prop : determinant d'une matrice orthogonale
Pop : Les groupes SO(E) et SOn(R)

Il. En dimension 2 :

Théo : caractérisation matrices de SO(2) et de 0(2) de det -1

Prop : matrice de SO(2) s’écrit R(téta). Groupe SO(2) groupe des matrices de rotat.
Propriétés des rotations

Cor : morphisme surjectif du grp additif R vers SO(2)...

Prop : matrice de det -1 avec cos, sin... Matrice de symétrie

Propriétés des symeétries

lll. En dimension 3 :

Déf d'une rotation

Théo : classification des endormorphismes orthogonaux en dim 3

Théo : classification (suite)

Rem : une rotation d'axe D peut s'écrire comme produit de 2 réflexions

Les réflexions engendrent o(E)

Etude pratique d'une rotation + exemple '

Prop : expression de u(x) a l'aide du produit vectoriel si u(x) image de x par une
rotation




